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Sadrzaj: Fenomen heterogenih kanala srece se u raznim vidovima saobracaja i
podrazumeva razlicita srednja vremena opsluge po kanalima ili grupama. Modeli se
razvijaju i resavaju vise od pola veka i pripadaju sistemima sa cekanjem ili gubicima, sa
slucajnim ili uredenim biranjem. Jedan broj njih je eksplicitno resen za slucaj
Poasonovog toka zahteva i vise alternativnih grupa kanala, dok je za GI (General
Independent) tokove to oganiceno na slucajeve od po par kanala. U ovom radu izloZeno
Jje eksplicitno reSenje za Poasonov tok, primarnu grupu i dva alternativna kanala i
izvr§ena provera dva resenja za modele sa GI tokovima i tri heterogena kanala sa
uredenim biranjem i gubicima.

Kljuéne rei: Erlangova formula, heterogeni kanal, Palmova formula, Poasonov tok,
uredeno biranje

1. Uvod

Modeli opsluge bez ¢ekanja (uglavnom modeli sa gubicima) primenjuju se u
mnogim oblastima, poput inZenjeringa telekomunikacionih mreza, dizajniranje pozivnih
centara, sistema vanredne (hitne) opsluge, kompjuterskim naukama, §to je vremenom
ipak ¢inilo sve uzi izbor u odnosu na nebrojive varijante sistema sa ¢ekanjem.

Osnovni model sa Poasonovim tokom (eksponencijalna raspodela vremena
izmedu nailazaka zahteva), eksponencijalnom raspodelom vremena opsluge (vazi i za
proizvoljnu raspodelu), potpuno dostupnom grupom kanala, rezultirao je pre jednog veka
Erlangovom raspodelom zauzeéa kanala i formulom gubitaka [1], koja je na nivou
posmatrane grupe davala iste rezultate za gubitak i obavljeni saobracaj, bez obzira da li je
biranje kanala (servera) sluc¢ajno, uredeno (selektivno) ili po nekom drugom pravilu.
Uredeno biranje podrazumeva da su kanali numerisani i dolazni zahtevi, kada nadu vise
od jednog slobodnog kanala, zauzimaju kanal sa manjim brojem. Zahtevi za koje ne
postoji slobodan kanal su blokirani, napustaju sistem, odnosno bivaju izgubljeni.

Po Kendelovoj oznaci radi se o modelu M/M(G)/c/c(0) sa ¢ kanala, dok je za
slu¢aj dolaznog toka zahteva sa GI raspodelom (General Independent, renewal), odnosno
za model GI/M/c/c(0), eksplicitno resenje izlozio Palm [2]. Takacs [3] je na prostiji nacin



dobio Palmovu formulu gubitaka i kroz nekoliko radova poboljSao i prosirio teoriju
opsluge GI tokova.

Vazan i realan izazov su heterogeni kanali, koji imaju razli¢ita srednja vremena
opsluge ili, recipro¢no, razliCite intenzitete opsluge, dok su, u naSem razmatranju,
vremena opsluge nezavisne slucajne promenljive sa negativhom eksponencijalnom
raspodelom. Za razliku od tehnicki realizovanih homogenih kanala, intenzitet opsluge
heterogenih kanala zavisan je od obucenosti i vestine osoblja koje nude uslugu (Salterske
sluzbe, zdravstvene usluge, konvejeri), odnosno transmisionih potreba i kapaciteta kod
savremenih mreza za prenos podataka. Medu prvim radovima sa reSavanjem problema
heterogenih kanala i uredenog biranja su rad Gumbela [4], koji razmatra M/M/n model sa
beskonacnim redom za cekanje i heterogenim serverima, gde odreduje grani¢nu
raspodelu broja korisnika i dva rada autora Singha [5], u kojima analizira slucajeve
dvokanalnog i trokanalnog sistema sa ¢ekanjem i minimizira o¢ekivani broj zahteva
(korisnika), za razne vrednosti intenziteta opsluge. Radove ovog tipa karakterise ¢injenica
da se odnose na manji broj heterogenih kanala, pri ¢emu se analiziraju slu¢ajevi sa
raznim raspodelama dolaznog toka i vremena opsluge, kao i disciplinama c¢ekanja.
Znacajnije reference ovog tipa mogu se pronaéi u [6].

Ovde su od sustinskog interesa radovi koji razmatraju modele sa gubicima,
odnosno bez linija za ¢ekanje. Znacajniji teorijski doprinos izlozio je Cooper u [7], gde je
razmatran sistem sa uredeno biranim serverima, u koji korisnici pristupaju Poasonovski.
Pored slucaja sa Cekanjem, posebno je tretiran i slucaj sa gubicima. U [8] je izvrSena
generalizacija Erlangove formule gubitaka za slucaj heterogenih kanala, dok je u [9]
dokazano da je gubitak minimalan za pravilo najbrze opsluge. Komparaciju raznih
redosleda servera pri biranju po redosledu izvr§io je Yao [10] u nekoliko radova. Saglam
i Shahbazov [11] su minimizirali verovatno¢u gubitaka u M/G/n/0 i GI/M/n/0 sistemima
sa heterogenim kanalima.

Isguder i Uzunoglu-Kocer su u skorije vreme objavili rad koji je zasluzio nasu
posebnu paznju, a bavi se modelom GI/M/n/n(0) sa uredenim biranjem i heterogenim
kanalima [12]. Numeri¢ki primer za Poasonove (M) nailaske motivisao nas je da
uporedimo predstavljene rezultate sa nasim, dobijenih za eksplicitno reSen model sa
primarnom grupom i dva alternativna heterogena kanala. Vazno je naglasiti i to da se u
radu navodi veliki broj referenci iz problematike heterogenih kanala.

Nase interesovanje vezano je za fenomen prelivnog saobracaja promenjenog
intenziteta opsluge u jednoj ili u vise alternativnih heterogenih grupa. Pregled referenci
koje se bave ovim problemima moze se na¢i u [13, 14]. U radu [14], pored ostalog,
izvedeno je analitiCko reSenje za verovatnoCe stanja za slucaj veéeg broja grupa, $to
zahteva dodatna numericka reSavanja sistema jednaCina. Medutim, izvedena su
eksplicitna resenja za slucaj dve alternativne grupe i slucaj tri alternativna heterogena
kanala. Rad [15] bavi se saobrac¢ajnim problemima savremenih i buduéih bezi¢nih mreza,
pri ¢emu, pored raznih aktuelnih fenomena, izdvaja i fenomen heterogenosti kanala.

U ovom radu su koris¢eni nasi rezultati iz [14] da bi se proverili rezultati i
tvrdnje iz [10-12]. U drugom delu izloZena je osnovna teorija koja se odnosi na formule
Palma, kao i njeno prosirenje za potrebe GI tokova. U [12] je uoceno da prethodna
reSenja ne daju dobre rezultate za M tok i vise od dva heterogena kanala, na bazi
sopstvenih poboljSanja. Tre¢i deo posvecen je izvodenju eksplicitnog reSenja za sistem
sastavljen od primarne grupe sa ¢ kanala i dva alternativna heterogena kanala, koji se
moze iskoristiti za analizu sistema od tri kanala. Napomenimo da je u [14] dato
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eksplicitno resenje za tri alternativna kanala, Sto omogucuje analizu sistema od Cetiri
heterogena kanala sa uredenim biranjem. Cetvrti deo daje numericke rezultate kojim se
zaokruZuje problem vezan za tri kanala, a zatim sledi zakljucak.

2. Gubitak u modelu GI/M/n/0 sa heterogenim kanalima i uredenim biranjem

Za GI/M/n/0 sistem sa gubicima i n homogenih kanala vazi Palmova formula
gubitaka (nazivana i Generalizovanom Erlangovom formulom)

L:Himﬁl—ﬂim "

P, k=1 i fGw) ,

gde su: f{-) Laplasova (Laplace-Stieltjes, LS) transformacija za funkciju raspodele
dolaznog toka F(f), sa parametrom 4, a 4 intenzitet opsluge.

Za slucaj uredenog biranja, gde fi(s) oznacava LS transformaciju raspodele
vremena izmedu prelivenih zahteva posle prvih k& kanala vazi Palmova rekurentna

formula
_ S (s + 1) _
R A Ty ryn S @

gde je fo(s) = f(s) LS transformacija za funkciju raspodele dolaznog toka F().
Neki autori [10, 11] prihvataju da prethodna formula vazi i u slucaju heterogenih
kanala, odnosno da vazi

_ Sia(s+4,) k=12
1il6) l_f}c—l(s)—'_fk—l(s_‘_/uk), o

. N (3)

Za gubitke u sistemu od 7 kanala vazilo bi

o= L) fi(y) - o (), )

dok su gubici u prva dva kanala

. o S+ 1)
R TP R PRY ©

Za slucaj homogenih kanala (41 = p2 = u) gubici po formuli (5) odgovaraju onim
dobijenim po Palmovoj formuli (1), zan =1, 2.

U radu [12] razvijen je sloZeniji postupak za odredivanje gubitaka za prethodni
sistem. Za Poasonov (M) dolazni tok gubici su kao (5) dok se izrazi za p5* i novo Ps, koji
su viSestruko duzi od (5), znatno razlikuju, pa je izvrS§ena numericka analiza.
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3. Model sa primarnom grupom i dva alternativna heterogena kanala

Koriste¢i vrlo slozeno eksplicitno reSenje za model sa dve alternativne grupe
izlozeno u [14], moze se dobiti prostije i preglednije reSenje za model sa dva alternativna
heterogena kanala (Slika 1).

a c 1 1
—» > >

=1 H H2

Slika 1. Model sa dva alternativna heterogena kanala

Trodimenzionalne verovatnoce stanja su oblika

Lk & (K,
p(m,n;,n,)=(=1)""™" Z[ jz (n j ik, MC (kK ), (6)

ky=n, 1 /ky=n, 2

gde su (m, ni, n2) stanja, odnosno zauzeca kanala u primarnoj grupi i alternativnim
kanalima sa kapacitetima (c, 1, 1), gin1 + pon> = v, pa se preko v omogucuje koris¢enje
relacije (7).

Za parametre R,,,(m) vaze sledece formule

m V+l m—i
Ro(m)=%, R,(m)= Z( . J v>0, ©

Ui ) m=

pri ¢emu ¢e se nadalje javljati samo stanje m = ¢, odnosno Koristiti oznaka Rx(¢) = Run.
Za gubitak u primarnoj grupi vazi Erlangova formula gubitaka, b. = E«(a) = Ro/R1.
Gubitak zahteva u sistemu je sada bci2 = p(c, 1, 1) = Ru+e Ci(1,1). Gubitak u
sekundarnom kanalu je b1 = p(c, 1)/b. = -R,uCi(1)R1/Ro, dok u tercijalnom imamo b, =
p(e, 1, Dip(c, 1) = - Ru+2Ci(1,1)/(RaCi(1)). Indeks 1 uz C je potreban da bi se naglasilo
da se radi o jednokanalnoj grupi.
Na osnovu (7) iz [ 14], moze se odrediti koeficijent Ci(1) i gubitak b,

—aR, /R, b = ar,,
aR, +4R,.," ' aR, +uR

i+

C1)= (8)

Za jednokanalnu primarnu grupu, odnosno kada je ¢ = 1, imamo Ry =a, Ri = a
+1, Ru=a+ 1, Ru+1 =a+ ui + 1. U slu€aju tri homogena kanala sa uredenim biranjem
poznata je relacija b. > b1 > b,, dok se kod heterogenih kanala moze zadovoljiti uslov
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bc — a Sbl — a(a_'_/ul) ,
l+a a(a+ )+ (a+p +1)

(€))

koji ¢e vaziti za @ > /(1 - 1) i < 1.
Za trokanalni model imali bi C(0, 0) = C1(0) = 1/R; i Ci(1, 0) = Ci(1), dok se za
koeficijente Ci(0, 1) i Ci(1, 1) koriste jednaCine dobijene na bazi (9) iz [14]

R, ,C(0)/a=R, C(LO)+R,,, C/(L]) (10)

—(+ )R, G/ a=
(11

=R, COD+R,.  CALDH+R, C(LO)+R,,, C(l).
Radi preglednosti, mogu se prikazati u formi
C(0)=dC,(L)+e, C/(Ll)=fC,(0)+g (12)

i odrediti nepoznati koeficijenti

C/(LD)=(fe+g)/(1-fd), C,(0)=d(fe+g)/(1-fd)+e. (13)

Ovde bi bilo interesantno eksplicitno pronaci kada je zadovoljeno da je b, < b> i
b1 < by, ali se Cini da je to vrlo komplikovano i zametno, odnosno, mnogo je pogodnije
pronalaziti numericka reSenja za konkretne vrednosti @, wui, o, koristeéi prethodno
prezentovanu proceduru za dobijanje koeficijenata Ci(n1, n2).

4. Poredenje tri reSenja sistema 1/M/3/0 sa uredeno biranim heterogenim kanalima

Sistem opsluge GI/M/n/0, sa uredeno biranim heterogenim kanalima bez linije
Cekanja analiziran je u [12]. Razvijen je sopstveni postupak za odredivanje parametara
sistema, posebno gubitaka. Autori su uocili da se njihovi rezultati podudaraju sa
rezultatima drugih autora [10, 11], zasnovanim na modifikovanim Palmovim formulama,
samo do slucaja sistema sa dva heterogena kanala. U dodatku rada [12] izvrSena je
numeri¢ka provera za M/M/2/0 i M/M/3/0 modele opsluge sa heterogenim kanalima.
Vrednosti gubitaka za M/M/2/0 model su se poklopili za oba metoda, pri ¢emu je i nas
metod dao iste rezultate, vodeci racuna o razlici u oznakama i vrednostima parametara.
Napomenimo da autori nisu koristili neki metod koji bi dao eksplicitne ili numericki
reSavane rezultate za slucaj Poasonovog (M) toka, Sto se odrazilo kao nedostatak i
nedorecenost u slucaju tretiranja trokanalnog sistema.

U Tabeli 1 prilagodene su oznake i vrednosti nasem reSenju modela M/M/3/0 i
date su vrednosti za gubitke kod tri aktuelna modela (P3, p3°, bc12), uz razmatranje
slucajeva fastest-service rule (pravilo najbrzeg servisa) 1 arbitrary permutation
(proizvoljna promena redosleda), kada su u pitanju drugi i tre¢i kanal.
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Tabela 1. Vrednosti gubitaka za M/M/3/0 sistem uredenih heterogenih kanala

Parametri The fastest-service rule Arbitrary permutation
a 1.5 Erl. 1.5 Erl.

m 1 1

m 3/4 1/6

2 1/6 3/4

Ps 0.26533 0.27705

p3 0.29988 0.19856

berz 0.27189 0.28593

Rezultati za verovatnocu zauzeca tri uredeno birana heterogena kanala, P3, su
dobijeni po teoriji razvijenoj u [12], odnosno po prikazanoj formuli, koja je neuobicajeno
dugacka. Svoje provere i zapaZzanja izvrSili su komparacijom sa rezultatima za p3”, &ija je
formula takode izloZena, a dobijena je na bazi modifikacije formule Palma, kojom se
sluzi ve¢i broj autora [10, 11]. Nasa formula sa oznakom b > proistekla je iz
viSedimenzionog sistema statisticke ravnoteze, odnosno iz razmatranja opsluge
Poasonovog (M) toka i u tom smislu je eksplicitna. Autori iz [12] su uocili da po
njihovom modelu gubitak u sistemu P3; ima manju vrednost ako se pre koristi kanal sa
veéim intenzitetom opsluge, $to je opStepoznato, dok za ps*, to ne vazi. Rezultati dobijeni
po nasem modelu zadovoljavaju to pravilo. Prihvatljivo je da se reSenja dobijena za
modele sa G/ dolaznim tokom poklapaju sa prostijim resavanjima za M tok, Sto recimo
vazi za osnovnu Palmovu formulu gubitaka, koja tada prelazi u Erlangovu formulu
gubitaka.

5. Zakljucak

U ovom radu akcenat je na teorijskom reSavanju modela sa heterogenim uredeno
biranim kanalima, bez mogucénosti cekanja. Heterogeni kanali, odnosno kanali sa
razli¢itim intenzitetima opsluge, po prirodi bi odgovarali servisima kod kojih opslugu vrsi
osoblje sa razli¢itim brzinama obavljanja posla, a kao teorijski fenomen resavaju se vec
viSe od pola veka. Dodatno usloZnjenje je realno postojanje redova ¢ekanja i disciplina
opsluzivanja. Sistemi sa gubicima su vezani za tehnicke sisteme, znacajno za
telekomunikacione mreze, gde se heterogenost, osim kod saobracaja, prepoznavala i pri
kori§¢enju alternativnih grupa. Pogodnost modela sa gubicima je $to su lakSi za
reSavanje, a dobijeni kvalitativni, pa i kvantitativni rezultati mogu se generalizovati.

Nase istrazivacko iskustvo se formiralo na fenomenu heterogenosti alternativnih
grupa kod telekomunikacionih mreza, §to je u pocetku bio sporadi¢ni fenomen, da bi
danas heterogenost kanala bila prepoznat problem, uz sve teorijske izazove koje
savremene mreze donose. Dometi su: eksplicitno i kompleksno reSenje za slucaj dve
alternativne heterogene grupe i eksplicitno reSenje modela sa tri alternativna heterogena
kanala, sa uobicajenom visekanalnom primarnom grupom, §to se moze naci u citiranoj
referenci [14]. Na toj teoriji su i zasnovana nasa reSenja vezana za probleme izloZene u
ovom radu.

Pored namere da se naSa reSenja inkorporiraju u opStu problematiku
saobracajnog modelovanja aktuelnih mobilnih mreza, ideja je da se nastavi rad na
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heterogenim viSekanalnim modelima, jer tu ocigledno postoji nedovoljno istrazen
prostor.
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Abstract: Phenomenon of heterogeneous channels can be met in various traffic types
and implies different serving intensities in channels or groups. Models are developing
and solving more than half of a century, and they belong to the group of queuing or loss
systems with random or ordered entry. Some of them are explicitly solved in the case of
Poisson stream and more alternative channels groups, while in the case of GI streams
only couple of channels are considered. In this paper, explicit solutions for Poisson
stream, as well as for primary group with two alternative channels are proposed.
Moreover, verification for two solutions of loss models with GI streams and tree ordered
entry heterogeneous channels is carried out.

Keywords: Erlang’s formula, heterogeneous channel, ordered entry, Palm’s formula
Poisson stream
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