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Sadrzaj: U radu je predstavljen pristup prognoziranju obima postanskih usluga
primenom modela sezonskih autoregresivnih integrisanih pokretnih sredina u stanje-
prostor formi. Utvrdeno je da vremenska serija realizacija koje se odnose na ukupan
mesecni obim pismonosnih poSiljaka u JP PTT Saobracaja “Srbija” moze adekvatno biti
opisana SARIMA (0,1,1)(0,1,1);, modelom. Identifikovani model je preveden u stanje-
prostor okvir, a zatim je Kalmanov filter primenjen za predvidanje ukupnog broja
pismonosnih posiljaka u narednih 6 meseci. Kalmanov postupak je predstavljen kao
podesan pristup za predikciju SARIMA procesa u stanje-prostor formi.

Kljuéne reli: prognoziranje, viremenske serije, SARIMA, Kalman, pismonosne posiljke
1. Uvod

Proces prognoziranja predstavlja predvidanje buduceg izlaza razli¢itih poslovnih
fenomena. Predvidanje obuhvata buduénost poslovanja u celini, buduénost postojece ili
predloZene linije proizvoda/usluga i buducnost privredne grane u kojoj se nalazi odredena
kompanija. Kompanija mora da razume i upotrebi prognoziranje kako bi dobila odgovore
na brojna pitanja koja se odnose na klju¢ne determinante performansi kao $to su profit,
traznja, trosak proizvodnje i ostale. Ovo pomaze kompaniji da se adekvatno pripremi za
buduénost. Na ovaj nacin organizacija moze da nacini valjane planove koji ¢e omoguciti
ostvarenje vizije i misije kompanije. Ako je prognoziranje cilj analize vremenskih serija
onda se polazi od raspolozivih podataka iz proslosti na osnovu kojih se formulise i
ocenjuje model vremenske serije koji se potom koristi za predvidanje buducih vrednosti
serije. Pri tome se koristi niz statistiCkih testova i kriterijjuma kojima se verifikuje
valjanost ocenjenog modela.

U ovom radu za analizu date vremenske serije primenjena je klasa
autoregresivnih modela pokretnih  sredina ARMA(p,q). Kod ove klase modela
pretpostavka je da tekuca vrednost (¢lan) serije zavisi od vrednosti prethodnih ¢lanova
serije, tekuce vrednosti slu¢ajnog procesa i prethodnih vrednosti slucajnog procesa. Ova
klasa modela predstavlja kombinaciju autoregresivnog modela i modela pokretnih
sredina. Kod vremenskih serija kod kojih se uocava uticaj trenda, cikli¢ne ili sezonske



komponente, primena ovih modela podrazumeva prethodno odstranjivanje njihovog
uticaja. Za otklanjanje uticaja sistematskih komponenti iz vremenske serije koristi se
operator diferenciranja. Ovim postupkom diferenciranja, dobija se klasa ARIMA(p,d,q)
modela, kod kojih se originalne vrednosti serije zamenjuju odredenim diferencijama. U
novije vreme, stanje-prostor interpretacija i Kalmanov filter imaju znacajno ucesée u
analizama vremenskih serija. Kalmanov filter predstavlja unificirani pristup predikciji i
estimaciji svih procesa koji se mogu predstaviti u stanje-prostor formi i zasniva se na
skupu matematickih izraza koji obezbeduje efikasan rekurzivni postupak za estimaciju
stanja procesa tako da se minimizira srednja kvadratna greska.

U ovom radu analiziran je obim postanskih aktivnosti u JP PTT Saobracaja
“Srbija”. Preciznije, na osnovu raspolozivih istorijskih podataka (Januar 2004 — Jun
2013) predlozen je proces sezonskih autoregresivnih integrisanih pokretnih sredina za
modelovanje ukupnog broja pismonosnih poSiljaka. U cilju prognoziranja broja
pismonosnih posiljaka u periodu Jul 2013.-Decembar 2013. godine, estimovani SARIMA
model je predstavljen u stanje-prostor okviru, a zatim su Kalmanove rekurzije
primenjene.

Rad je organizovan na slede¢i nacin. Osnovne karakteristike ARIMA i
SARIMA modela date su u drugom poglavlju. Stanje-prostor interpretacija SARIMA
modela je predstavljena u tre¢em poglavlju. U Cetvrtom poglavlju, opisan je metod
Kalmanovog filtera za predikciju i estimaciju procesa datih u stanje-prostor interpretaciji.
Efikasnost predlozenog metoda je demonstrirana modelovanjem ukupnog broja
pismonosnih posiljaka u petom poglavlju. Poslednje, Sesto poglavlje sadrzi zakljucna
razmatranja i pravce buducih istrazivanja.

Rad je rezultat istrazivanja na projektu MNTR036022 “Upravljanje kriticnom
infrastrukturom za odrzivi razvoj u postanskom, komunikacionom i zeleznickom sektoru
Republike Srbije” koji finansira Ministarstvo za nauku Republike Srbije.

2. ARIMA i SARIMA modeli

Autoregresivni integrisani model pokretnih sredina (ARIMA) je metod prvi put
primenjen od strane Box-a i Jenkins-a (1976) i predstavlja najpopularniji metod za
modelovanje univarijantnih vremenskih serija. Ovaj model je nastao iz autoregresivnog
modela (AR), modela pokretnih sredina (MA) i kombinacije AR i MA modela, odnosno
ARMA modela (Suhartono, 2011). Sezonske autoregresivne integrisane pokretne sredine
se koriste za modelovanje vremenskih serija sa trendom, sezonskim obrascem i
kratkoro¢nim korelacijama. Uopsteni oblik SARIMA(p,d,q)x(P,D,Q), modela za niz

Y, se moze formulisati kao (Box et al., 2008; Cryer and Chan, 2008):

#,(B)®,(B")(1-B)'(1-B")"Y, =6,(B)®,(B")s, 1)
gde s predstavlja periodi¢nost (sezonalnost) i &, je beli Sum.

¢,(B)=1-$B~¢,B* ~-~¢,B" (2

®,(Bs)=1-® B -®,B* —---—D,B” (3)

su nesezonski i sezonski autoregresivni (AR) polinomijalni ¢lan reda p and P .

2
0,(8)=1-6B-0,B"—---—0 B’ @)
0,(B’)=1-0,8" -0,B% —-~-—®QBQS 5)
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su nesezonske i sezonske pokretne sredine (MA) reda ¢ i Q. (1-B)‘je operator
nesezonskog diferenciranja reda d koji se koristi za eliminisanje polinomijalnih trendova
dok se operator sezonskog diferenciranja (1-B*)”reda D koristi za eliminisanje
sezonskih varijacija. B je operator zaostajanja (realizacije, pomeranja unazad) ¢iji se

uticaj na vremensku seriju ¥, moze predstaviti kao B‘Y, =Y, .

Faza identifikacije modela ima subjektivni karakter s obzirom na to da se
zasniva isklju¢ivo na grafickim interpretacijama ACF/PACF procena. Ovaj pristup
identifikaciji modela zahteva znacajne analiticke vestine i detaljno poznavanje vremenske
serije 1 predstavlja poteskocu u slucajevima sloZzenih ARMA procesa (Prista i ostali,
2011). Kako bi se izbegla subjektivnost identifikacije modela Box-Jenkins metodom i
unapredio process odredivanja reda ARMA procesa, razvijeni su brojni kriterijumi za
selekciju modela (De Gooijer et al., 1985). Najcesée se koriste informacioni kriterijumi
kao sto su AIC (Akaike informacioni kriterijum), BIC (Bajesov informacioni kriterijum) i
normalizovana verzija Bajesovog informacionog kriterijuma. Ovi informacioni
kriterijumi se primenjuju za procenu fita nelinearnih modela i obuhvatanje veceg broja
parametara u modelu. Sastoje se od prirodnog logaritma srednje kvadratne greske (MSE
— Mean Squared Error) i kazne za broj parametara koji su procenjeni:

AIC = TIn(MSE) + 2k (6)
BIC = T In(MSE) + k In(T) (7
Normalized BIC = 1n(MSE)+k@ ®)

Gde je T broj realizacija, k je broj parametara u modelu k= p+q+P+Q0+1.

3. Stanje-prostor forma SARIMA modela

Stanje-prostor forma pruza unificirano predstavljanje velikog broja linearnih
Gausovih modela vremenskih serija uklju¢uju¢i ARMA i UC modele (Hidrayanto et al.,
2010). Gausova stanje-prostor forma se sastoji od jednacine tranzicije za mx1 vektor
stanja o, 1 jednacina merenja za N x1 vektor realizacija y, za t=1,...,n. Model se
moze formulisati kao (Durbin and Koopman, 2001):

a, =Ta +Rn, n~N@OQ,), t=1..n 9
yv=Za +¢&, ¢ ~NOH,), o, ~N(a,,P) (10)
gde 7, 1 & predstavljaju clanove greske koji su pretpostavljeni kao medusobno
nezavisni 1 nezavisni od vremenske serije u svim vremenskim periodima. Matrice
T,R..Z,Q, 1 H, predstavljaju matrice sistema stanje-prostor. Vektor pocetnog stanja je
o, sa vektorom ocekivanja g, i1 matricom varijansi £ . Model (9)-(10) je linearni sa

Gausovim poremecajima. Prema tome, stanje-prostor model se moze posmatrati
klasi¢nim metodama zasnovanim na Kalmanovom filteru (Anderson and Moore, 1979;
Durbin and Koopman, 2001). Matrica varijansi P vektora pocetnog stanja o, moze

sadrzati difuzne elemente u slucaju postojanja nestacionarnih komponenata u vektoru ¢, .

U ovom sluéaju, kao dodatak Kalmanovom filteru koriste se metode difuzne
inicijalizacije za procenu egzaktne ili difuzne funkcije (de Jong, 1991; Koopman, 1997).
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Stanje-prostor postavka ARMA/ARIMA modela je data u prethodnoj dekadi (Brockwell
and Davis, 2002; Box, Jenkins and Reinsel, 2008). SARIMA modeli se mogu dobiti
konstruisanjem ARMA modela za stacionarne diferencirane vremenske serije

vy, =(1-B)'(1-B*)"y,i definisanjem nestacionarnih promenljivih kao y,, i
(1-B)*y, ,u vektoru stanja. y, je sezonski ARMA(p",q") proces sa p =p+SP i
g  =q+S0. Podesno konstruisan vektor stanja ovog ARMA procesa za d =D =0 se
mozZe definisati kao «, , tako da je y, = y,. U ovom slu¢aju postoji

a: = (y;’¢zy;1 +.“+¢p(DPylfp*+l 'H915: +"'Hq® g

O%t—q*+1°

. 11
&y, +"’+¢p¢)py,7,,*+2 +0,¢, + ""9q®gg - ¢p(DPyH + ‘9q®Q‘9z) (an

t—qre20°"
Pri ¢emu je dimenzija vektora « jednaka m =max(p',q +1). Potpun vektor

stanja ¢, ima dimenziju SD+d +m ,1zaslu€aj d =11 D=1 se moZe formulisati kao:

&, = (1=B)y, s A= B)y, s,0))' (12)
Pri ¢emu se y; u vektoru stanja ¢, menja u skladu sa redom prvog i sezonskog
diferenciranja d i D, dok struktura ¢, ostaje ista (Hindrayanto, 2010). MA parametri

su obuhvaceni vektorom poremecaja,
Htgt = (OIX(SD+d)’8t+l’ngtH""’gm—lng)T (13)
Matrica tranzicije 7, ima dimenzije (SD+d+m)x(SD+d +m),Z, je vektor

vrste dimenzija je 1x(SD+d +m) . Za sezonske modele sa d = D =1, matrice 7, i Z, se

mogu definisati na sledeci nacin:

I Oy 1 1 00 .. 0
0 Opgy 1 1 00 .. 0
0 I, 0 0 00 ..0
0 0.5, O ¢ 1 0 .. 0
720 Ousy 0 4 01 .0 (13)
0 Ouspy O @, 0 O ..
Opsy O 4, 0 0 .. 0

Z,=(1,0,,,11,0,0,...,0) (15)
Matrica identiteta »xr se oznacava sa /, dok matrica nula ima dimenzije rxc i

oznacena je kao 0, .

4. Primena Kalmanovih rekurzija za proces prognoziranja

Kalmanov filter omogucava unificirani pristup za predikciju i estimaciju svih
procesa koji se mogu predstaviti u stanje-prostor formi. Klasi¢ne Kalmanove rekurzije su
uvedene od strane Rudolfa E. Kalmana 1960. godine (Kalman, 1960). Osnovni cilj je da

se odredi uslovna raspodela parametra ¢,,, na osnovu opservacija Y, ={y,,¥,,..., ¥, } .

Kako su sve raspodele normalne, uslovne raspodele odredenih podskupova promenljivih
za date ostale podskupove promenljivih su takode normalne. Potrebna raspodela je prema
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tome odredena poznavanjem a,,, = E(e,,, |Y,)i P

da ¢, za dato Y , ima normalnu raspodelu N(a,,P). Rekurzivni postupak za

, =Var(a,,,

|Y,). Pretpostavljeno je

t+1 +

odredivanje a, ,1 P,

> haosnovu a,i P, je slededi:

Posto je «,,, =T, + R7,,, postoji

a,, = E(Ma, +Rn, |Y)=TE(|Y,) (16)
P, =Var(Ta, + Ry, |Y,)=TVar(e, | V)T, + ROR, 17)
za 1=L-1 Nekaje

Vi =V _E(yt | Yt—]):yt _E(Ztat +é& ‘ Yt—l) =V _Ztat (18)

Pri ¢emu v, predstavlja greSku prognoze jedan korak unapred za y, uz dato Y, .
E(a, |Y,) = E(a, |Y,,v,)
=E(a, |Y, )+ Cov(a,,v,)Var(v)] "y, (19)
=a +ME"y,
mwmmﬁALzawmﬂm:RZ’E:VWWJ:ZRZiEmAXJ:@.
Zamenom izraza (16) u (19):

a[+1 = Zal + T;M[F;ilvt = T-Z‘at +Ktvl (20)
Gde je
K, =TMF " =TRZF" @1)

a,,, se odreduje kao linearna funkcija prethodne vrednosti a, i v,, greSke prognoze y, za
dato Y, ,.

t

Posto je

Var(e,|Y,) =P, - PZ,F,'Z,P, (22)
Zamena izraza (22) u (17) daje

P, =TRL+ROR, (23)

pricemuje L, =7, -K,Z,

Rekurzije (20)-(23) obrazuju Kalmanov filter za model (9)-(10). Ove rekurzije
omoguéavaju azuriranje poznavanja sistema sa svakom novom opservacijom (Durbin i
Koopman, 2001).

Neophodno je naciniti odredena prosirenja klasicnih Kalmanovih rekurzija usled
delimi¢no difuznog vektora pocetnog stanja u razmotrenom SARIMA modelu (Durbin
and Koopman, 2001; Peng and Aston, 2006). U opstem slucaju, prognoze buducih
vrednosti stanja za h perioda unapred se rekurzivno dobijaju kao ¢ T,,.4,., 9z

=T BT RO R -

t+h

matricu kovarijansi P

t+1

5. Primena Kalmanovih rekurzija za predvidanje obima postanskih aktivnosti u JP
PTT Saobracéaja “Srbija”

5.1. SARIMA proces modelovanja
U ovom odeljku predstavljen je pristup Kalmanovog filterisanja za modelovanje

obima postanskih aktivnosti za slu¢aj JP PTT Saobracaja “Srbija”. Za testiranje razlicitih
SARIMA modela za prognoziranje ukupnog broja pismonosnih posiljaka za slucaj JP
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PTT Saobracaja “Srbija”, koriS¢ena je vremenska serija ukupnog mesecnog obima
pismonosnih posiljaka — unutra$nje otpremljene i promet sa inostranstvom (RZS, 2013).
Skup podataka obuhvata period od januara 2004. godine do juna 2012. godine (114
mesecnih realizacija). Vremenske serije su predstavljene na Slici 1. Prvih 108 relizacija
se koristi za estimaciju SARIMA modela, dok su realizacije za poslednjih 6 meseci
upotrebljene za procenu performansi izabranog SARIMA modela.

— Realizacije
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Slika 1. Vremenska serija ukupnog broja
pismonosnih posiljaka za period Januar 2004 — Jun 2013

Velike vrednosti funkcije autokorelacije zabelezene su na vremenskim
pomacima 1-15, 23-25 i 36 sa vrednostima 0.632, 0.437, 0.434, 0.326, 0.360, 0.402,
0.325, 0.252, 0.293, 0.295, 0.426, 0.607, 0.385, 0.267, 0.232, 0.240, 0.343, 0.177 1 0.194
(Slika 2.). Postepeno opadanje vrednosti autokorelacije na prva tri vremenska pomaka
ukazuje na postojanje dugoro¢nog trenda. Samim tim, postoji potreba da se strukturom
SARIMA modela obuhvati i ¢lan prvog diferenciranja (d =1). Takode su registrovane
velike vrednosti autokorelacije na godisnjim pomacima koje ukazuju na potrebu da se
sezonsko diferenciranje obuhvati modelom (S =12,D =1).

1.0 |— Gornji nivo poverenja
© poverenja

0.5

TR i

ACF
o

-0.5-

--------------------
1.3 5 7 9 1113 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39

Vremenski pomak

Slika 2. Funkcija autokorelacije vremenske serije

Prema tome, SARIMA(p,1,q)x(P,1,0),, je izabran kao osnovna struktura
SARIMA alternativnog skupa modela. Od svih modela ovog skupa,
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SARIMA(0,1,1)x(0,1,1),,, poznat i kao “airline” model predstavlja najbolji model, sa
najnizom vredno$¢u normalizovanog BIC-a od 15.119 i prose¢nom apsolutnom
procentualnom greskom 5.412 (Tabela 1.). Model obuhvata 77.4% ukupnih varijacija u

vremenskoj seriji (R-squared). Parametri modela su znacajni o ¢emu govori i P-vrednost
< 0.05. Model ima slede¢u jednacinu:

(1- B)(1-B")Y, =(1-0.756B)(1-0.677B"*)Z, 24)
Tabela 1. Normalizovani BIC, srednja apsolutna procentualna
greska (MAPE) i stacionarna R-squared vrednost alternativnih SARIMA modela

Models MAPE | Normalizovana BIC SS(;?lzlr(:(liama R-
SARIMA(0,1,1)x(0,1,1),, 5412 15.119 0.655
SARIMA(0,1,1)x(0,1,0),, 7.272 15.544 0.253
SARIMA(0,1,0)%(0,1,1),, 7.684 | 15.667 0.155
SARIMA(L,1,1)x(0,1,1),, 6.549 15.412 0.415
SARIMA(L,1,1)x(1,1,1),, 6.502 15.457 0.421

Dijagnosti¢ke provere ukazuju na zakljuéak da je izabrani SARIMA model
stacionaran, invertibilan i nema redudantne parametre. Reziduali su strogo slucajni
(Ljung-Box Q = 18.428, P-vrednost = 0.299 > 0.05), tako da ne postoji znacajna
autokorelacija izmedu reziduala na razli¢itim vremenskim pomacima (Slika 3.), osim na
jednom vremenskom pomaku. Svi testovi su sprovedeni za nivo znacajnosti « =0.05.

Slika 4. sadrzi graficki prikaz realizovanih i fitovanih vrednosti tokom perioda estimacije
i validacije modela.

Residual ACF Residual PACF

Vremenski pomak

1
of 1 I |_||I||||_.|
o [ | LN

T T T T T T T
-1.0 -05 05 1.0 -1.0 -05 0.0 05 10

Rezidual

Slika 3. ACF i PACF reziduala fitovanog SARIMA modela
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— Realizacije
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Slika 4. Graficki prikaz izlaza SARIMA modela

5.2. Kalmanove rekurzije

Identifikovani SARIMA model je preveden u stanje-prostor okvir u cilju
prognoziranja obima pismonosnih posiljaka u periodu Jul 2013. — Decembar 2013.
SARIMA model je predstavljen preko jednacina stanja i merenja za Kalmanov model.
Eksplicitna jednacina odabranog SARIMA(0,1,1)x(0,1,1),, modela se dobija na sledeci
nacin.

Za s =1,..,12 , vektor stanja &, SARIMA(0,1,1)(0,1,1),, modela je definisan kao
& =, _,A0=B)y, s ¥, (1= B)1=B)" ,,0.756¢, + 0.677¢,

+0.512¢, ,,0.677¢,_,+0.512¢, ,,,0.512¢,_,,...,0.512¢, |,0.512¢,) (25)
Odgovarajuéi vektor poremecaja je
Ht gt = (0]><13 > gt+] s 0'756514—1 > O]x]] ’ 05 1 2gt+l ) (26)
Matrica tranzicije 7, je dimenzija 27x27, dok su 7,1 Z, date kao:
ZL_T;L 1 lell 1 1
T, = ZL__TrL I,=1_0 Oy [ 1]1 ’7;7:[013><13]’T;‘:[013x14:| 27)
Tg T/' Ollxl 111 00
IZJ - [113] B 7; - [OIXM] B T/. - [OIXB] > Zt = [1 lell 1 1 01><13]
Matrica varijansi-kovarijansi poremecaja stanja je data sa:
e 0,
HtH — 13x13 L}xl{k'jl 28
! |: 14x13 Hr Ht ( )
Pri ¢emu je stacionarni deo ove matrice varijansi, dat matricom H, H, dimenzija 14x14 ,
1 0756 | O, |0.677
s+ | 0.756 [ 0.572 0.512
A== 10 T0., T 0
0.67710.512 ] O,,, ]0.458

Ocekivana vrednost pocetnog vektora stanja je data sa a=E(a,)=0,,,1

odgovarajuca matrica varijansi je
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P- [ Okl i 012“4} with k — o0 (30)

14x13 14x14
Matrica B,,, je nezavisna matrica varijansi za stacionarni deo vektora stanja.

Proces prognoziranja je sproveden u Matlab-u koris¢enjem SSM Toolbox-a (Gomez,
2012) u kome su primenjeni odgovaraju¢i metod difuzne inicijalizacije za matricu
kovarijansi stanja i Kalmanov filter. Slika 5. prikazuje prognozirane vrednosti ukupnog
broja pismonosnih posiljaka u JP PTT Saobrac¢aja “Srbija” za period Jul 2013.-Decembar
2013., dobijene primenom SARIMA-Kalman modela.

Slika 5. Prognoza ukupnog broja pismonosnih posiljaka
za period Jul 2013.-Decembar 201 3.
6. Zakljucak

U ovom radu predloZen je sofisticirani matemati¢ki metod za analizu obima
postanskih aktivnosti. SARIMA(0,1,1)(0,1,1);, model se pokazao kao najpodesniji (medu
izabranim alternativnim SARIMA modelima) za modelovanje ukupnog broja
pismonosnih posiljaka u JP PTT Saobrac¢aja “Srbija”. Ovaj model je preveden u stanje-
prostor formu u cilju primene Kalmanovih rekurzija za prognoziranje ukupnog broja
pismonosnih posiljaka u buduéem periodu. Medutim, iskustveno je dokazano da
prognoze zasnovane na kombinaciji demografskih studija i trziSnih istrazivanja daju bolje
rezultate. Samim tim, u cilju poboljSanja predlozenog modela bi¢e razmotreni efikasniji
strukturni dinamic¢ki modeli kojima se eksplicitno tretira trend, sezonske i ciklicne
varijacije u stanje-prostor formi koji ¢e takode sadrzati i dodatne informacije iz trzisnih
istrazivanja i demografskih studija.
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Abstract: This paper presents a forecasting approach of postal services volume by use of
the Seasonal Autoregressive Integrated Moving Average (SARIMA) models in state-space
form. It was found that the recurring pattern of the total monthly volume of letter mailing
services is well described by SARIMA (0,1,1)(0,1,1);, model. The identified model was
incorporated in the state space framework where classical Kalman recursion is applied
for calculation of forecasting values. The Kalman procedure is presented as an elegant
approach for prediction of SARIMA processes in state space form.

Kewords: forecasting, time series, SARIMA, Kalman filtering, postal services
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