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Sadrzaj: U ovom radu je dat pregled nekoliko modela teorije igara koji se mogu
primeniti za tarifiranje telekomunikacionih servisa. Bertrand, Cournot, Nash i
Stackelberg modeli igara su ilustrovani primerima u kojima provajderi servisa, kao
ucesnici igara, teZe ostvarivanju najbolje cene i/ili obima ponude servisa.
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1. Uvod

Od polovine dvadesetog veka teorija igara je dovela do revolucionarnih promena
u ekonomiji. Takode su veoma znacajne primene teorije igara u drustvenim naukama
(politici, sociologiji, psihologiji i dr.), kao i u oblasti saobracaja.

Deregulacija telekomunikacionih trZiSta, brz razvoj Interneta i potreba za
snaznom mreznom arhitekturom, podstakli su mnoge autore na istraZivanja moguénosti
primene teorije igara za reSavanje novonastalih problema u telekomunikacionim
mreZzama. Teorija igara obuhvata skup matematickih alata za reSavanje sloZenih
interakcija izmedu racionalnih ucesnika, pomoc¢u kojih se moZe objasniti funkcionisanje
razlicitih sloZenih telekomunikacionih sistema. Ova teorija se u telekomunikacijama moZze
primeniti za reSavanje problema kontrole zaguSenja, alokacije resursa, rutiranja,
obezbedivanja kvaliteta servisa, bezbednosti mreZe, deljenja radio-komunikacionog
spektra i tarifiranja telekomunikacionih servisa.

Poslednjih godina se za implementaciju tarifnih koncepata predlaZe koriS¢enje
mehanizama teorije igara, sa ciljem ostvarivanja efikasne tarifne politike. Tarifni koncept
se smatra podsticajnim ukoliko izdvaja reSenje koje je optimalno i sa aspekta
pojedinacnih ucesnika i sa aspekta sistema u kojem se igra realizuje.

Ovaj rad je organizovan na slede¢i nacin. U drugom poglavlju su, u okviru opste
formulacije teorije igara, objaSnjene osnovne pretpostavke i elementi igara. U tre¢em
poglavlju su opisani modeli teorije igara, ¢ija se primena predlaZze za tarifiranje
telekomunikacionih servisa i u etvrtom poglavlju su data zaklju¢na razmatranja.

2. Opsta formulacija teorije igara

Teorija igara se primenjuje kada su dve ili viSe strana u konfliktu i zato se ¢esto
naziva matematicka teorija konfliktnih situacija. Prema tome, mozZe se re¢i da predmet



njenog proucavanja u najSirem smislu predstavljaju opSte karakteristike konfliktnih
situacija.

Svaka igra se sastoji od uCesnika, njihovih strategija i efekata strategija, odnosno
ishoda igre (dobiti, tj. troSkova ucesnika igre) [1, 2, 3]. UcCesnici igre donose odluke od
kojih zavisi tok igre i mogu biti pojedina¢ni u€esnici ili grupe ucesnika. Svaki ucesnik
bira jedan potez iz skupa mogucéih poteza. Svaki plan ili odluka koja definiSe potez koji je
na raspolaganju ucesniku igre naziva se strategija. Igra moZe imati konacno ili
beskona¢no mnogo strategija, od kojih se svaki ucesnik igre odlucuje za jednu. Od izbora
strategije svakog ucesnika zavisi rezultat tog ucesnika i svih ostalih ucesnika, odnosno
ishod igre. Ucesnici teze ostvarivanju najboljeg mogucéeg rezultata u skladu sa svojim
preferencijama. Smisao teorije igara je da svakom ucesniku ukaze na izbor optimalne
strategije. Pri viSestrukom ponavljanju igre u€esniku se obezbeduje maksimalna mugucéa
dobit, tj. minimalni mogu¢i gubitak. Opsti princip ove teorije se naziva minmaks princip i
sastoji u sledecem: ,,uCesnik bira strategiju tako da mu dobit bude maksimalna uz, za
njega, najnepovoljnije delovanje protivnika®. Rezultati uesnika mogu se izraziti preko
funkcije dobiti ili funkcije gubitaka, koje preslikavaju svaki mogu¢i rezultat u realni broj.
Rezultati ucesnika takode se mogu izraziti preko relacija izmedu preferenci, koje definiSu
rang rezultata. Igra G izmedu N ucesnika moZe se formalno predstaviti izrazom:

G[ Sty Sy Ut (s15e-8y )5 Uy (510053 | (1
S, je skup strategija koje su na raspolaganju ucesnicima igre, i U, predstavlja dobit
ucesnika ukoliko izabere jednu od raspoloZivih strategija, pri ¢emu s, =S, i n=1,...N .

Osnovna pretpostavka u teoriji igara je da uCesnici postupaju racionalno pri
izboru strategija [3, 4]. Takode se pretpostavlja da su ucesnicima dobro poznata pravila
igre. Igra opisuje koje strategije ucesnici mogu da koriste i koje dobiti ostvaruju
koris¢enjem pojedinih strategija. U teoriji igara, reSenje igre predstavlja skup moguéih
dobiti ucesnika pod pretpostavkom racionalnosti. U opStem slucaju, reSenje igre je ishod
takav da nijedan u€esnik nema interes da jednostrano odstupi od njega.

3. Modeli igara koji se Koriste u oblasti tarifiranja telekomunikacionih servisa

Pored primene teorije igara za analiziranje funkcionisanja razli¢itih sloZenih
telekomunikacionih sistema, projektovanje efikasnih i skalabilnih telekomunikacionih
protokola i algoritama za alokaciju resursa mreZe, neki modeli teorije igara imaju
potencijalnu primenu za tarifiranje telekomunikacionih servisa.

Razlozi brojnih istraZivanja mogucnosti primene teorije igara za tarifiranje
telekomunikacionih servisa su:

e deregulacija telekomunikacionih trziSta, u kojima postoje uslovi za rad

velikog broja provajdera servisa,
e brz razvoj Interneta, kao globalne komunikacione platforme koja obuhvata
razlicite telekomunikacione sisteme i

e potreba za mreznom arhitekturom koja ¢e provajderima omoguditi
ostvarivanje sigurnih prihoda i korisnike koji su zadovoljni kvalitetom i
cenom servisa.

Problem tarifiranja postaje joS aktuelniji u uslovima sve ceS¢ih zaguSenja u
telekomunikacionim mrezama. Klasifikacija tarifnih koncepata prema kriterijumu
zavisnosti od stanja resursa mreze i isporu¢enog QoS se Cesto navodi u literaturi, [5, 6, 7]
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i obuhvata podelu tarifnih koncepata na staticke, dinamicke i hibridne. Kod statickog
tarifnog koncepta, tarifa ne zavisi od trenutnog iskoriS¢enja resursa mreze [8]. U
dinamickim tarifnim konceptima, uclestanost promena cena je povezana sa
prognoziranjem u telekomunikacionim mrezama. Dinamicko tarifiranje podrazumeva da
se tarifa odreduje kao cena po jedinici utroska resursa (na nivou paketa, pojedinac¢nog ili
agregatnog toka saobracaja) i u zavisnosti od nivoa QoS koji provajder garantuje za
posmatranu klasu servisa [9]. Kada se primenjuje neki od dinamickih tarifnih koncepata,
korisnik se zaduZuje prema stvarnom koris¢enju resursa mreZe. Dinamicki tarifni koncepti
se mogu klasifikovati na: resursno orijentisane, korisni¢ki orijentisane i trZi$no
orijentisane (Slika 1).

Vecina hibridnih tarifnih koncepta se zasniva na ugovorenom profilu saobracaja
iz sporazuma o nivou servisa (SLA, Service Level Agreement) i dugoro¢noj promeni
tarife. Primena hibridnog tarifnog koncepta podrazumeva da se tokom intervala pruzanja
servisa vrSe merenja svojstava saobracaja koja su relevantna za koriS¢enje resursa,
uzimajué¢i u obzir samo odstupanja od ugovorenog profila saobracaja. Takav pristup
zahteva Cuvanje manje koli¢ine podataka u odnosu na dinamicke tarifne koncepte i to
samo u perifernim ruterima mreZe. Stvarna tarifa odreduje se na kraju intervala pruzanja
servisa u skladu sa konkretnom politikom provajdera, koja treba da podstice korisnike da
biraju najpogodnije profile saobracaja prema svojim potrebama i da im se pravilno
prilagode [9].

Tarifni
koncept
Staticki tarifni Dinamicki Hibridni tarifni
koncept tarifni koncept koncept
Resursno Korisnicki Trzisno
orijentisan orijentisan orijentisan

Slika 1: Klasifikacija tarifnih koncepata

Dinamicki i hibridni tarifni koncepti mogu biti implementirani uz koriS¢enje
nekih modela teorije igara. Ovde su opisani neki od najznacajnijih mehanizama teorije
igara, koji su pogodni za primenu u oblasti tarifiranja telekomunikacionih servisa.
Ucesnici ovih igara naj¢eS$c¢e su provajderi servisa i korisnici.

Nash ekvilibrijum predstavlja najpoznatiji koncept za odredivanje reSenja u
teoriji igara i podrazumeva da svaki ucesnik igre bira najbolju strategiju, analiziraju¢i sve
moguce strategije svih ostalih ucesnika igre.

Par strategija (s* s,*) predstavlja Nash ekvilibrijum ako je s* najbolja strategija

prvog ucesnika kada drugi uCesnik koristi strategiju s,* i ako s* predstavlja najbolju
strategiju drugog ucesnika kada prvi uCesnik koristi strategiju s*. Matematicki, par
strategija ¢ini Nash ekvilibrijum pod uslovima:

U, (s*%,5,%) 2 U, (s1,5,%) zasvako s c S i (2)

Uy (sy%,5,%) 2 U, (sy%,5,) za svako s, < S, . (3
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Definicija Nash ekvilibrijum strategija: Par strategija (s,*, s,*) predstavlja
ekvilibrijumsko resSenje igre sa dva ucesnika ako je s;* optimalna strategija za prvog
ucesnika nasuprot strategiji s,* i ako je s,* optimalna strategija drugog ucesnika nasuprot
strategiji s;*.

Nash ekvilibrijum ne mora da bude predstavljen samo jednom najboljom
strategijom za svakog ucesnika igre, ve¢ to moze biti skup strategija za svakog ucesnika,
takav da nijedan ucesnik nema interes da izabere strategiju iz drugog skupa koji je razlicit
od Nash ekvilibrijuma.

Subgame perfect Nash ekvilibrijum predstavlja reSenje takvo da strategije
ucesnika igre formiraju Nash ekvilibrijum u svakoj igri koja je deo originalne igre. MoZe
se odrediti koriS¢enjem metode povratnog induktivnog zakljuCivanja (backward
induction), koja predstavlja iterativni proces za reSavanje konacnih dinamickih igara.
Postupak se sastoji u odredivanju optimalne strategije ucesnika koji povlaci poslednji
potez u igri, a zatim se na osnovu poznavanja te strategije, odreduje optimalna strategija
ucesnika koji povlaci pretposlednji potez u igri. Postupak se nastavlja dok se ne odrede
optimalne strategije svih ucesnika igre. Na ovaj nacCin se osigurava da ucCesnici koriste
samo svoje optimalne strategije, tj. spre¢ava se mogucnost koja postoji ¢ak i kod Nash
ekvilibrijuma, da pojedini uc€esnici ,,prete” strategijama koje ne predstavljaju najbolje
reSenje za njih kako bi obmanuli svoje konkurente i ostvarili ve¢u dobit od one koja im
pripada na racun manje dobiti ostalih ucesnika.

Nash ekvilibrijum ne postoji u svakoj igri. Na suprot tome, igra moze da ima
viSe Nash ekvilibrijuma i tada medu njima treba izabrati optimalno reSenje. NajceSce
koriS¢eni kriterijumi za izbor optimalnog reSenja su kriterijumi Pareto optimalnosti i
socijalne optimalnosti. ReSenje igre je Pareto optimalno ukoliko nijedan ucesnik igre
odstupanjem od tog reSenja ne moZe povecati svoju dobit a da se istovremeno ne smanji
dobit bar jednog od ostalih u€esnika u igri. U primenjenoj teoriji igara cilj je formirati

Resenje igre treba da zadovolji i kriterijum socijalne optimalnosti. U sloZenijim
igrama sa velikim brojem ucesnika optimalno reSenje sa aspekta pojedinacnih ucesnika ne
mora da bude istovremeno optimalno reSenje sa aspekta sistema u kojem se igra realizuje.
Upravo optimalno resenje sa sistemskog aspekta predstavlja socijalno optimalno resenje i
moZe se odrediti koriS¢enjem odgovarajuéih optimizacionih tehnika. Da bi se optimalno
reSenje sa aspekta pojedinacnih ucesnika pribliZilo socijalno optimalnom reSenju u
raCunarskim i telekomunikacionim mreZama se Cesto koriste metode tarifiranja ¢iji su
osnovni ciljevi optimizacija prihoda sistema i podsticanje efikasnog koriS¢enja resursa.
Centralizovanom primenom efikasnog tarifnog mehanizma moze se odrediti reSenje koje
objedinjuje ciljeve pojedinacnih ucesnika i sistema. Tarifni mehanizam se smatra
podsticajnim ukoliko izdvaja reSenje kojim se postizu oba cilja. Takvo reSenje se moZe
posti¢i primenom dinamickog tarifnog koncepta u kojem se korisnik zaduZuje prema
stvarnom kori$¢enju resursa.

Teorija Nash pogodbene igre (Nash bargaining game) se zasniva na
medusobnim pogodbama ucesnika i predstavlja efikasan koncept za modelovanje
konkurentskih odnosa na telekomunikacionom trZiStu sa malim brojem provajdera
servisa. Ovaj model se najcesce koristi za reSavanje problema odredivanja cena ili obima
servisa koje provajderi obezbeduju svojim korisnicima.
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Model Nash igre se moze definisati na slede¢i naCin. Sve moguce alokacije
izlaza i trofkova oznacavaju se kao ye Y, gde je y=(x,c,,...c,).xe X i Z'Ci =c(x),

m
pri ¢emu su trokovi obezbedivanja servisa obima x jednaki ¢(x), xe X . Ovde je x

matrica x = (xl_]_ ) gde je x; obim servisa j koji se obezbeduje ugesniku i'. Ugesnik i treba

da plati deo troskova c,. Takode se pretpostavlja da nakon $to se uzmu u obzir troskovi
koje placa, ucesnik i ima dobit na izlazu y od ”i()’)' Ucesnici treba da se pogode oko
tatke u u skupu U ={(U1(y),..., Um(y)); yeY}, koji se naziva skup medusobnog

pogadanja [10]. Pretpostavka je da oba ucesnika dobro poznaju skup U. Usvajanje
pretpostavke da oba uc€esnika dobro poznaju skup U znali da se uzimaju u obzir samo
predlozi koji odgovaraju tackama na “severoistocnoj” granici U, jer je jedino za te
vrednosti mogu¢e maksimiziranje dobiti uc¢esnika igre.

A

U:

vy, VR

U,
Slika 2: Graficki prikaz jedne Nash pogodbene igre

U Nash igri sa dva ucesnika pod pretpostavkom konveksnog skupa U (Slika 2,
kriva 1), pogodba se vrsi dok se ne postigne dogovor o optimalnoj tacki u skupu U. Na
Slici 2 dat je primer takve igre. U ovoj igri u prvom krugu, ucesnik 1 predlaze da se
dogovore za (u,,u,)e U. UCesnik 2 moZe to da prihvati ili da di protivpredlog

(vl,vz)e U u drugom krugu (Slika 2, presek krivih 1 i 2). Sada, uCesnik 1 mozZe da

prihvati taj predlog ili da predloZi novi u tre¢em krugu, i tako se igra nastavlja dok se
jedan predlog ne prihvati.

Krugovi su vremenski pomereni za s jedinica vremena. Odugovlacenje se
kaznjava na taj naCin da ako se pogodba zavrsi u n-tom krugu, tada se dobit ucesnika i
smanuje prema faktoru exp(— (n—l)s?]‘.), pri ¢emu je 7, koeficijent koji odreduje
pogodbenu poziciju uCesnika i. Ako se 7, i 7, razlikuju, tada su ucesnici imaju razlicite
pogodbene pozicije. Treba primetiti da je ova igra stacionarna u pogledu vremena, u
smislu da se u svakom neparnom krugu ustvari ponavlja igra iz kruga 1 i u svakom
parnom krugu igra iz kruga 2. Prema tome, u¢esnik 1 moZe da odluci u prvom krugu koji
predlog ¢e davati u svakom neparnom krugu i da stalno daje isti predlog, npr. (”17”2)'

1 v . . . . e v . e . .
X; moZe predstavljati profit od servisa ili neku drugu nenov€anu izlaznu veli€inu koja ukazuje na
korist koju ucesnik igre ostvaruje odgovaraju¢om alokacijom.
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Sli¢no tome, ucesnik 2 moze odluciti da li ¢e ikad prihvatiti ovaj predlog i ako nece, Sta
¢e predlagati u parnim krugovima, npr. (v,,v,).

Ucesnik 1, za dato v,, mora izabrati u,2e""v,. Medutim, ne treba da ponudi
viSe nego §to je potrebno da bi taj predlog bio prihvacen, Sto znaci da je u njegovom
interesu da izabere u tako da vaZi: u, = ¢™*™v,. Sli€no razmisljanje sa stanovista ucesnika
2, implicira v,=e Mu,.

Neka su u i v dve tacke na granici U za koje vaZe prethodne jednakosti. U¢esnik
2 moZe primeniti strategiju kojom predlaze (Vsz) i prihvata predlog ucesnika 1 ako i
samo ako ¢e dobiti bar y,. Jedna od mogucih strategija za ucesnika 1 je da predlozi
(”1’”2) i prihvati predlog ucesnika 2 ako i samo ako ¢e dobiti bar v . Ovo je par

ravnoteznih strategija, u smislu da ucesnik i ne moZe pro¢i bolje ako promeni svoju
strategiju dok se strategija ucesnika j ne menja, j=i. Takode, za svako s vaZi:

w! Myl =y My Ovo znagi da dve tacke leZe na krivoj gde je u/"u)™ konstantno.
Kako je s vremenski pomeraj izmedu krugova, moZe se uociti da ako s — 0, tada 4, i v,
teZe istoj vrednosti, npr. j,. Pod pretpostavkom da je U zatvoren i konveksan skup, #
mora biti tacka na granici skupa U u kojoj se ull/ "‘u;/ ™ maksimizira. To je prikazano na
Slici 2 za g, =p,=1. U primeru sa Slike 2, dva uCesnika na jednakim pogodbenim
pozicijama, postiZu dogovor u tacki # (Slika 2, dodir krivih 1 i 3), u kojoj se proizvod
uu, maksimizira, pri emu u ovom sluCaju vazi jednakost wu,=vv, =const.
Ekvivalentan zapis je @ =1/p,, gde je ueU tacka maksimizacije izraza
@, logu, + m, logu, . Ukoliko je uCesniku 1 manje stalo do dogovora, tj. 7, <7, tada je on
na jaCoj pogodbenoj poziciji, $to se ogleda kroz funkciju logu, koja ima vecu teZinu
nego logu, (tj. umnoZava se ve¢im teZinskim faktorom).

Ako postoji viSe od dva ucesnika, namece se pitanje da u tacki reSenja
0= (ﬁl,ﬁz,,,,,ﬁm) treba da postoje za svaki par i i j vrednosti i, ﬁj koje maksimiziraju
ul.l/”'ulf/”’ zavisno od ue U i u, =i, k#i,j- Ovaj uslov je zadovoljen za i kao tacku u

skupu U gde je za;l logu, maksimalno.

Pretpostavlja se da ako pregovori ne uspeju, tada ucesnici ostvaruju dobiti
d,.d,,...d, . ReSenje Nash igre (d,U) govori da u treba izabrati iz skupa U radi

maksimiziranja:

m

[Tt -a): @

i=1
Nash igra se moze uspe$no primeniti za odredivanje pravedne raspodele prihoda
izmedu dva provajdera servisa €iji je cilj ostvarivanje vec¢ih prihoda. Radi jednostavnosti,
usvajamo pretpostavku da se oni nalaze na jednakim pogodbenim pozicijama, tj.

n, =7, =1. Prvi provajder ostvaruje prihod d,, dok je prihod drugog provajdera oznaCen

sa d,. Pod pretpostavkom da ¢e ishod igre biti ukupan prihod d; i da oba provajdera imaju
linearne dobiti pri ¢emu je d;>d +d,, postavlja se pitanje pravedne distribucije dobiti
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izmedu ucesnika igre. Prema modelu Nash igre, oni ostvaruju dobiti u, tj. u,, respektivno,
tako da se maksimizira izraz (u, — d,)(u, — d,), na osnovu relacije (5), pod uslovom da je
ispunjeno u; + u, = d;. Na taj nacin se dobija reSenje Nash igre: u; = d; + (d; — d| — d,)/2,
i=1,2.

Za razliku od Nash igre, u kojoj svi ucesnici odlucuju o izboru strategija
istovremeno, u Stackelberg igri jedan ucCesnik prvi vrsi izbor strategije, a zatim ostali
ucesnici odlucuju o svojim strategijama. Model Stackelberg igre predstavlja dvonivoski
optimizacioni model, takav da se u okviru njega bar jedan ucesnik definiSe kao voda i taj
uCesnik bira strategiju pre ostalih ucesnika koji su definisani kao sledbenici. U
Stackelberg igri postoji odredeni redosled po kojem se povlace potezi. Sledbenici
odlucuju o svakom narednom potezu na osnovu strategije koju je voda prethodno izabrao.
To je strategijska igra u kojoj se ucesnici mogu rukovoditi prema ceni (price leadership)
ili prema kvantitetu (quantity leadership). Nezavisno od toga da li model igre
prioritetizuje kvantitet ili cenu, problem koji treba reSiti je pronalaZenje optimalne
strategije za vodu pod pretpostavkom da sledbenici kao racionalni ucesnici teze
optimiziranju svojih funkcija cilja uz poznato delovanje vode.

U Stackelberg igri interakcija izmedu vode i sledbenika je dinami¢kog karaktera
[11, 12]. Voda mozZe da izabere strategiju kojom maksimizira svoj profit pretpostavljajuci
da ¢e sledbenici izabrati strategije koje im donose najvecu dobit, tzv. najbolje odgovore.
ReSenje koje se na ovaj nacin dobija naziva se Stackelberg-ov ekvilibrijum i moZe se
izvesti pomocu backward induction metode, koja prvo uzima u obzir najbolje odgovore
sledbenika. Najbolji odgovori ucesnika u ovoj igri mogu se dobiti na slede¢i nacin: ako je
poznata cena koju voda predlaZe, na osnovu poznate funkcije zahteva sledbenika mogu se
odrediti njihovi ukupni zahtevi. Zatim se ti najbolji odgovori koriste za izracunavanje
prihoda vode i na osnovu toga voda bira strategiju koja mu obezbeduje najvecu dobit.
Ekvilibrijum se postiZe u tacki preseka svih najboljih odgovora.

Stackelberg igra u kojoj je cena prioritetna predstavlja dobru osnovu za
reSavanje problema odredivanja cena servisa koje ¢e provajderi naplacivati od svojih
korisnika. U ovoj igri, voda predlaZe cenu servisa na osnovu koje se sledbenici
opredeljuju za svoje cene istog servisa. Ovde je opisan jednostavan primer price
leadership igre sa dva provajdera servisa, u kojoj je provajder 1 lider, koji teZi ceni M, a
provajder 2 njegov sledbenik. Uzimajuéi u obzir pretpostavku da se moguca cena nalazi u
skupu [0,1] i da je poznata zavisnost obima ponude servisa od cene: x(M)=1-M , kao i

zavisnost troSkova obezbedivanja servisa od obima ponude servisa: c, (x[ )= x, provajder

2 ¢e pokusati da smanji cenu za vrlo malu vrednost. Sa ciljem maksimiziranja svoje
dobiti: M x, — x7, provajder 2 ¢e predloziti cenu M /2. MoZe se dokazati da se za
M =8/15, x,=3/15 i x, =4/15, postize Nash ekvilibrijum. U ovoj igri sledbenik
ostvaruje vecu dobit od vode.

Stackelberg igra u kojoj je kvantitet prioritetan predstavlja dobru osnovu za
reSavanje problema odredivanja obima servisa koji ¢e provajderi obezbedivati svojim
korisnicima. U takvoj igri, ucesnici su obi¢no dva ili viSe provajdera servisa, od kojih se
prvo voda opredeljuje za obim ponude servisa, a zatim se sledbenici, na osnovu poznate
odluke vode, odlucuju o obimu servisa koji ¢e biti na raspolaganju njihovim korisnicima.
Ovde je opisan jednostavan primer quantity leadership igre sa dva provajdera servisa, u
kojoj je pocetna pretpostavka da provajder 1 Zeli da korisnicima obezbeduje servis u
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obimu x,. Na osnovu toga se provajder 2 opredeljuje za obim x,. Pod uslovom da vaze
pretpostavke kao u prethodnom primeru, osim 3to je ¢, (x, )=0, provajder 2 bira x, kojim
se maksimizira x,(1-x, —x,), tj. x,(x,)=1/2(1-x, ). nakon 3to se provajder 1 opredelio
za x,. Otuda, provajder 1 treba da izabere x, radi maksimiziranja x (1—x, —x,(x,)),
odakle je x, =1/2. Prema tome, Nash ekvilibrijum u ovoj igri je: (x,,x,)=(1/2,1/4). U
ovoj igri voda ostvaruje vecu dobit od sledbenika. U zavisnosti od posebnih okolnosti, u
prednosti moZe ali ne mora biti ucesnik koji povlaci prvi potez.

Pored opisivanja modela konkurentnosti izmedu dva provajdera servisa, ¢esto se
razmatra primena Stackelberg igre za odredivanje cene i/ili obima ponude servisa, u kojoj
ucestvuju provajder, kao voda i korisnici servisa, kao sledbenici. Na taj nacin se formira
igra sa velikim brojem ucesnika. Za odredivanje reSenja Stackelberg tarifnog problema sa
velikim brojem ucesnika ne postoji jednoznacan teorijski postupak. Razliciti autori
predlazu razli¢ita algoritmska reSenja [11, 12, 13, 14], u ¢ijoj je osnovi Stackelberg
model interakcije izmedu vode i sledbenika. Ukoliko je reSenje igre cena, matematicka
formulacija Stackelberg  ekvilibrijuma se moZe  predstaviti izrazom:
M?*=arg max T(M,&“(M)) , pri ¢emu su M cena jedinice propusnog opsega, 6 -
zahtevani propusni opseg, 7' — prihod provajdera servisa, dok M* i @+ predstavljaju
optimalnu cenu i optimalni propusni opseg, respektivno.

Igre koje su pogodne za opisivanje modela konkurentnosti izmedu malog broja
provajdera servisa su Bertrand i Cournot igre. Bertrand model se najces¢e koristi za
reSavanje problema odredivanja cena servisa. Cournot model je pogodan za opisivanje
strateSkog izbora provajdera servisa koji je usmeren na obim ponude servisa. Cene servisa
se prilagodavaju prema ukupnoj ponudi, tako da ceo propusni opseg moZe biti iskori$¢en
i svaki provajder dobija proporcionalan iznos prihoda od servisa. Oba ova modela
predstavljaju igre sa jednim krugom u kojima se svaki ucesnik mora unapred opredeliti za
svoju strategiju, a da pri tom ne zna $ta ¢e preduzeti ostali ucesnici [15].

Resenje Bertrand igre, kada u njoj ucestvuju samo dva ucesnika sa razli¢itim
marginalnim troSkovima: ¢, <c,, koji su obojici uesnika poznati, moZe se predstaviti
Nash ekvilibrijumom. U kontekstu tarifiranja telekomunikacionih servisa, uc¢esnici mogu
biti provajderi telekomunikacionih servisa i tada Nash ekvilibrijumsko reSenje
predstavljaju cene koje provajderi naplacuju od svojih korisnika za koriS¢enje servisa:
M, e (c.c,] i M, =M, —¢g (M; i M, su cene servisa koje obezbeduju provajderi 1 i 2,
respektivno i € je beskonacno mala pozitivna vrednost). U prilog ovoj tvrdnji je
Cinjenica da ako se provajder 1 odluci za cenu M;, tako da je M, > ¢, , provajder 2 nema

motiva da odstupi od cene M, jer bi za njega svako smanjenje cene ispod marginalnog
troska znacilo gubitak. Provajder 1 ¢e maksimizirati svoj profit sve dok je M; samo malo
niZze od M,. Prema tome, provajder 1 ¢e uvek profitirati sa neto dobiti koja je jednaka
pribliZzno M, —c¢, po prodatoj jedinici servisa. PoSto nijedan provajder nece ponuditi
cenu koja je ispod njegovog marginalnog troSka, za provajdera 2 je bolja strategija
M, =c, od strategije M, =M', zasvako M', <c,, tj. prva strategija je ili jednako dobra
ili bolja od druge, za sve vrednosti M;. Otuda, postavljanjem ogranienja M, > ¢,, moZe
se zakljuciti da (M,,M,)=(c, —&,c,) predstavlja Nash ekvilibrijum. U Bertrand modelu
igre sa viSe od dva ucesnika i sa jednakim i konstantnim marginalnim troskovima,

216



optimalno reSenje je nezavisno od broja ucesnika i odgovara ceni koja je jednaka
marginalnom trosku.

Na slican nacin se moze izvrsiti i analiza Cournot modela. Ukoliko u igri
ucestvuju dva provajdera koji pruZaju isti tip servisa i ako je obim ponude servisa firme i
na nivou X, zai =1,2, tada je ukupni obim ponude x = X +x,,a konac¢nu cenu na trzistu

odreduje funkcija M (x) Nakon §to se svaki provajder opredeli za odredeni obim ponude

servisa, zavisno od funkcije koja obuhvata njegov izbor obima ponude servisa i izbor
konkurentskog provajdera (funkcija M (x)), odreduje se neto dobit provajdera servisa i,

koja se moZe prikazati preko relacije: ”,-(prz): M (X/foz)xi —C,-(x,-)’ gde su c, (x )

njegovi troSkovi obezbedivanja servisa obima yx,. Nash ekvilibrijum ove igre €ini par
(x*l, x*z), pod uslovom da ako provajder i izabere x;*, za provajdera j nema boljeg
reSenja od izbora nivoa x;*, pri Semu vaZi i, je {1,2}, i # j.

Za svakog provajdera servisa i (tj. za svakog ucesnika u igri) definiSe se kriva

reakcije . (x,,), koja predstavlja njegov optimalni izbor izlazne vrednosti (u ovom slucaju

to je obim ponude servisa) u zavisnosti od o¢ekivane vrednosti konkurentskog provajdera
servisa (tj. drugog ucesnika u igri) - X Kriva reakcije se, u igri sa dva ucesnika,

odreduje na osnovu sledec¢ih jednakosti:

aﬂl('xlsxz)/axl =M ('xl +xz)+M'(x1 +x2)x1 —c ('xl) =0 )

a”z(xl’xz)/axz =M (xl +x2)+M'(x1 +x2)x2 —c' (xz):()

Nash ekvilibrijum se nalazi u preseku ovih krivih. MoZe se pokazati da je,
usvajanjem odgovarajuc¢ih pretpostavki za krivu reakcije (kao Sto je konkavnost),
optimalno reSenje uvek stabilno. To znaci da ako se igra odigrava kroz viSe krugova i ako
ucesnici naizmeni¢no povlale poteze u zavisnosti od prethodnog poteza svog suparnika,
tada ¢e njihove izlazne vrednosti (outputs) konvergirati ka tacki Nash ekvilibrijuma. Na
primer, ako se x; bira iz intervala [0,1], inverzna kriva traZnje je: M(xl +x, ) =1- (xl + xz)
i c,(x,)=0- Tada je: x,(x,)=1/2(-x,) i Nash ekvilibrijum je: (x,,x,)=(1/3,1/3).
Resenjem ove igre, u poredenju sa Stackelberg modelom price leadership, obezbeduje se
vec¢i obim servisa za oba provajdera servisa, dok u poredenju sa Stackelberg modelom

quantity leadership, obezbeduje se ve¢i obim servisa za provajdera 2, ali manji obim
servisa za provajdera 1.

3. Zakljucak

Analiza istraZivanja u oblasti tarifiranja telekomunikacionih servisa pokazala je
da se, poslednjih godina, istrazivacki napori sve viSe usmeravaju na koriSéenje
mehanizama teorije igara za definisanje tarifnog sistema u telekomunikacionim mrezZama.
U primenjenoj teoriji igara cilj je formirati igru ¢iji ¢e ishod biti Pareto efikasan, pod
¢ime se podrazumeva da se dobit nijednog ucesnika igre ne moZe povecati a da se
istovremeno dobit bar jednog od ostalih ucesnika ne smanji.

U ovom radu je dat pregled modela teorije igara koji su do sada predloZeni za
tarifiranje telekomunikacionih servisa. Za analizu tarifnog sistema, konkurentskih odnosa
izmedu provajdera servisa i odredivanje optimalnih cena sa aspekta provajdera i korisnika
servisa, najéesce se koriste Bertrand, Cournot, Nash i Stackelberg modeli igara. Bertrand
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model se najcesc¢e koristi za reSavanje problema odredivanja cena servisa; Cournot model
je pogodan za opisivanje strateskog izbora provajdera servisa koji je usmeren na obim
ponude servisa; Stackelberg i Nash modeli se mogu primenjivati za reSavanje problema
odredivanja cena i/ili obima servisa koje provajderi obezbeduju svojim korisnicima.
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